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Wstep

W rozwigzywaniu réwnan, nieréwnosci i uktadéw réwnan potrzeba znajomosci
réznych metod, m.in. podstawienia zmiennej pomocniczej. Jest to zwykle wielkie
ulatwienie w rozwigzaniu zadania, czasem wrecz jedyna skuteczna metoda. Jednak
uzycie nowej zmiennej czesto wymaga tez wprowadzenia odpowiednich zatozen lub
dodatkowych warunkéw, w szczegélnosci w zadaniach z parametrem i warto$cig
bezwzgledna. Proponuje blizej si¢ przyjrzec tej metodzie i zobaczy¢, w jak wielu roz-
nych sytuacjach bywa skuteczna, a takze jak ja poprawnie stosowac.

W kazdym rozdziale umieszczone sg zadania o réznym stopniu trudnosci.
Poszczegodlne szczeble zostaly tak oznaczone:

[D pierwszy stopien wtajemniczenia,
@ drugi stopien wtajemniczenia,
@ trzeci (najtrudniejszy) stopien wtajemniczenia.

Zbioér zawiera 105 zadan z pelnymi rozwigzaniami oraz 98 zadan do samodziel-
nego rozwigzania; te ostatnie umieszczone sg na koncu poszczegélnych rozdziatow.
Aby moc si¢ zmierzy¢ z zebranymi tu zadaniami, trzeba — naturalnie - mie¢ pewna
elementarng wiedze na temat réwnan, nieréwnosci i uktadow réwnan.

Ksigzka przyda si¢ uczniom przygotowujacym si¢ do egzaminu maturalnego lub
do startu w konkursach matematycznych.

Od wielu lat prowadze dodatkowe zajecia z matematyki i tego typu zadania czgsto
rozwigzuje z uczniami. Niniejszy zbidr napisalem na podstawie wieloletniego do-
$wiadczenia, jestem przekonany, ze moze si¢ przyda¢ nauczycielom w pracy na lek-
cjach czy kotkach.

Warto zauwazy¢, ze metoda podstawiania jest jedng z wazniejszych metod przy
obliczaniu catek i rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych. Opanowanie tej metody
ulatwi wiec takze nauke na studiach wyzszych.

Zycze udanej pracy z zadaniami
Tomasz Grebski



Podstawianie zmiennej pomocniczej. Przykladowe strony

1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w réwnaniach

(1] zadanie 1.19.
Rozwigz réwnanie: 2x° + 6x + 4 —33/x” + 3x — 4 = 14.
Rozwiazanie:
2x° +6x+4—-3Vx* +3x—4 =14

() 2(x* +3x)+4—3Jx* +3x—4 =14

D:x*+3x-4>0 Okreslamy dziedzing réwnania ze wzgledu
na pierwiastek kwadratowy.

(x+4)(x-1)=20 4 1 x
x € (—o0, —4) U (1, +o0)
Wracamy do réwnania.

Vx® +3x—4 =t,gdziet>0 Podstawiamy nowa zmienng, pamietajac
o zalozeniu.

K+3x-4=1 = x*+3x=t*+4 Obie strony powyzszej rownosci podnosi-
my do kwadratu i wyznaczamy element
(x? + 3x).

2(t2+4)+4-3t=14 Do gléwnego réwnania (*) wprowadzamy
zmienng f.

2t -3t-2=0

A=25+A =5

1
[t=2vt=—5j/\t20 = t=2

Vx*+3x—-4 =2 Wracamy do zmiennej x.

K +3x-4=4 Obie strony podnosimy do kwadratu.
x*+3x-8=0

A=41,JA =41
( 341
X=———vV

2

—3+\/H
2

J A X € (-0, —4) U (1, +0)

2 2

—3—\/4_ —3+\/ﬁ}

Odpowiedz: x € {



1.3. Réwnania pierwiastkowe

(11] zadanie 1.20.
Rozwigz réwnanie: J/x —2 —/x —9 = 1.

Rozwigzanie:
D:xeR
Ix=2=1+Yx-9 Obie strony podnosimy do trzeciej potegi.

R x—z)3 = (1+i/ﬁ)3

Po prawej stronie réwnoéci zastosujemy wzor (a + b)® = a’ + 3a’b + 3ab* + b’.
x-2 =1+3W+3W+x—9

6=3x-9+3(x-9) 13

2=3Yx-9+ W

Jx-9=tteR Podstawiamy nowg zmienng.
2=t+12
2+t-2=0

(t+2)(t-1)=0

(t=-2vt=1)Ax—-9=t

Ix-9==2vIx-9=t Obie strony obu réwnosci podnosimy do trzeciej
potegi.
x-9=-8vx-9=1 Wracamy do zmiennej x.

x=1vx=10
Odpowiedz: x € {1, 10}.

(1] Zadanie 1.21.
Rozwiaz réwnanie: x> +4x+4-63x+2-16=0.

Rozwigzanie:

D:xeR Okreslamy dziedzing réwnania.

Zauwazmy, ze do wyrazenia pod pierwiastkiem fatwo zastosowa¢ wzor skréconego
mnozenia.

) Y(x+2)? —6Yx+2 -16=0

Jx+2 =t gdziet e R Podstawiamy nowa zmienna.

Obie strony powyzszej réwnosci podnosimy do
kwadratu.



1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w réwnaniach

J(x +2)° =12

t?-6t-16=0 Do réwnania (*) wprowadzamy zmienna .
(t-8)(t+2)=0

(t=8vit=-2)AteR = t=8vit=-2

(t=8vit=-2)ARx+2=t

Yx+2=8vIx+2=-2 Wracamy do zmiennej x.
X+2=512vx+2=-8 Obie strony obu réwnosci podnosimy do trzeciej
potegi.

x=510vx=-10
Odpowiedz: x = {-0, 510}.

() Zadanie 1.22.

Rozwigz réwnanie: 539 — x° — 4%/(3 - x)2 = {/(3 + x)2 .

Rozwiazanie:
539 - x? —4{/(3 ~x) = {/(3 +x)
D:x € R Okreslamy dziedzine réwnania.

Zauwazmy, ze liczba 3 nie jest rozwigzaniem powyzszego réwnania, mozemy zatem
podzieli¢ obie strony réwnania przez «3/(3 - x)2 .

o x - 43l(3-x) =33 +x) £3(3-2)

5 (3 - x)(3 + x)

s /4=
(3-x)
2
53/3+x_4:3 34+ x
3—x 3—x

3+ x

3 =t, te R Podstawiamy nowa zmienna.

3—x
5t-4=1¢2
t2-5t+4=0
(t-1(t-4)=0

(t=1vt=4)/\,3f3+x =t
3—x




1.8. Réwnania trygonometryczne

1.8. Roéwnania trygonometryczne

@ Zadanie 1.41. (matura maj 2010 poziom rozszerzony)

Wyznacz wszystkie rozwigzania réwnania: 2cos’x — 5sin x — 4 = 0 nalezace do prze-

dziatu (0, 27).

Rozwiazanie:

D: x € {0, 2m) Okreslamy dziedzine réwnania.

2cos’x - 5sinx - 4=0

Przeksztalcamy réwnanie do postaci, w ktorej wystepuje tylko jedna funkcja trygo-

nometryczna. Uzyjemy w tym celu ,,jedynki trygonometrycznej”:

2(1 - sin’x) - 5sinx -4 =0 Porzadkujemy wyrazenia.

2sin’x + 5sinx+2=0

sinx =t gdziet € (-1, 1) Podstawiamy nowa zmienna, pamietajac
o zalozeniu.

2t2+5t+2=0

A=9,JA =3

1
t=——vt==2|Arte{(-1,1) = 1‘=—1
2 2
1 .
f=—— AsSInx=t¢
2

sin x = —% Ax €0, 2m) 4t N

Odpowiedz: x € Zn,En .
6 6

@ Zadanie 1.42. (matura maj 2011 - poziom rozszerzony)
Rozwigz rownanie: 2sin’x — 2sin’xcos x = 1 - cos x w przedziale (0, 27).
Rozwigzanie:
D: x € {0, 2m) Okreslamy dziedzine réwnania.
2sin%x — 2sin®xcosx = 1 - cos x
Przeksztalcamy réwnanie do postaci, w ktorej wystepuje tylko jedna funkcja trygo-

nometryczna. Uzyjemy w tym celu ,jedynki trygonometryczne;j”:

2(1 - cos?x) — 2(1 - cos®x) cos x =1 — cos x

cosx =t gdziet € (-1, 1) Podstawiamy nowa zmienna (z odpowiednim
zalozeniem). Nie jest to jedyna metoda.

21-#2) - 2(1 - )t=1-t

2(1-t)(1-t)=1-t

21-tH(1--(1-H=0



1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w réwnaniach

(1-121-t3)-1]=0
1-t=0v2(1-1t)-1=0
t=1v1-2t*=0

( V2 V2

t=1vt=—vt=——| AN cosx=t
2 2

(cosx =1vcosx = 72 V COSX = —g} A x €(0,2n)  Wracamy do zmiennej x.

I T TN T T T

/IE_'E ' 0] ' i K1 EERN 3n 5'71 Lo x
273 32 5
14

1
Odpowiedz: x € {0, —m, in, En, Zn, 2.
4 4 4 4

@ Zadanie 1.43. (matura maj 2012 - poziom rozszerzony)
Rozwigz réwnanie: cos 2x + 2 = 3cos x.
Rozwigzanie:

D:x e R

cos 2x + 2 =3cos x

Wykorzystamy wzor: cos 2x = 2cos’x — 1
2cos’x — 1 +2 = 3cos x

2cos’x —3cosx+1=0

cos x =t, gdzie t € (-1, 1) Podstawiamy nowg zmienng, pamietajac o zatozeniu.

22 -3t+1=0

A=1,JA =1

1
t==vt=1 /\te(—l,1>:>t=lvt=1

2 2

1 q q
(t =5vt= 1) ACOSX =1 Wracamy do zmiennej x.

1
cosx=—vcosx=1
2



1.8. Réwnania trygonometryczne

1

'/i t t t t t t t t /- t 1 +—>

Jrx o  xxm n AN S
2 3 1 3 2 23

x=—%n+k2nvx=ln+k2nvx=k2n, keC

Odpowiedz: x € {—%n + 2k, %TC + 2km, 2kn}, k e C.

@ Zadanie 1.44.
Rozwigz rownanie: 3tg'x — 10tg>x + 3 = 0.
Rozwiazanie:
3tgix - 10tg’x +3 =0
D:ix#Z+kmkeC Okreslamy dziedzine réwnania ze wzgledu na funk-
2 cje tangens.

3tgix - 10tg’x +3 =0

tg’x = t, gdzie t >0 Podstawiamy nowg zmienna, pamigtajac o zalozeniu.
32 -10t+3=0
A=64,JA =8
1 1 5 i Ay T
t=3vt=§ ANt20=> t=3vt=§ A tgox = t, zatem ; 454 !
o
2 51 q q i 351 i
tgix =3 v tgx = 5 Wracamy do zmiennej x. ; 51 ;
Vi 5 EEWENE
tgxzx/gvtgxz—\/gvtgxz??,vtgx:—?'o) 12“

1 1 1
x=—-n+knvx=——n+knvx=—n+knv
3 3 6

vx=—én+kn,kec

Powyzsze rozwigzania mozna zapisa¢ nieco krocej.

L 35
1 1

Odpowiedz: x € —TC+kE,—7I+kE ke C. -4
6 23 2 L—4,5




1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w réwnaniach

(1] Zadanie 1.45.

COSX CcoS2x
+

Rozwigz réwnanie: +2=0.

COS2X  COSX
Rozwiazanie:

D:cos2x#0Acosx#0

2x¢§+kn/\x¢§+kn,kec

D:x#Z k=
4

CcOS2x

=t, teR Podstawiamy nowa zmienna.
cosx

t+%+2=0 /-t

£2+2t+1=0

t=-1

COs2x _ 4 /- cos x Wracamy do zmiennej x.
cosx

COS X = — COS 2X
2cos’x -1+ cosx=0

cosx=w,we (-1,1) Podstawiamy kolejng zmienng pomocnicza z od-
powiednim zaloZeniem.

W +w-1=0

A=9,JA =3

1
(w=—1vw=5)/\we<—1,1> = w=—1vw=%

1
(W:—IVW=EjAcosx=w

1 . .
cosx=-1vcosx=— Wracamy do zmiennej x.
2

AN

w3
=)
wlae
<’

s




1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w réwnaniach

Zadania do samodzielnego rozwigzania

@ 1.1. Rozwiaz réwnanie:

(1] 1.2
(1] 13.
(1] 14.
(1] 1.

Rozwigz rdwnanie:
Rozwigz réwnanie:
Rozwiaz réwnanie:

Rozwigz rdwnanie:

X +x2-2=0.
2xt-x*-1=0.
25x* - 10x*+ 1 = 0.
X0 -17x*+16 = 0.
16x% - 15x* -1 =0.

Rozwigz rownanie: x° - 3x% - 6x° + 8 = 0.

(] 1.6.
(1] 1.7.
(] 1.8.
(] 1..
() 1.10.
(] 1.1
() 1.12.
(1] 1.13.

(1] 114

(1] 1.15.
(1] 1.16.
(] 1.47.
() 1.18.
() 1.19.

(11 1.20.

(] 1.1,

(] 1.22.
(1] 1.23.

(] 1.24.

Rozwigz rownanie: -3(-x* + 3x? - 3) =6 + (3x> - x* - 1)~

Rozwigz rownanie: (x? + 3x + 3)(2x* + 6x - 1) + 3 = 0.
Rozwiaz rownanie: x* - 5x° + 8x% - 5x + 1 = 0.
Rozwigz rownanie: x° - 10x° + 47x* — 100x> + 47x* - 10x + 1 = 0.
Rozwigz réwnanie: 2(x - 3)* - 1 = —|x - 3|.
Rozwigz rownanie: (x +5)% =2 - |x + 5|.
Rozwigz réwnanie: |x + 1° = |x + 1].

x+7+x =18.
x—2-3Jx+6=0.

I —6=5x.

U r9+r6x —12=3Yx+3.

54 -5 Y2+ x)? =432 - x).
Yx+5-Yx—25=Yx—5

-1 +1
34X 4 34 2F 1 1o,
x+1 x—1
2
S/x -4 _35/x+1 _
x+1 x> —4

5x" —4 =6—+x"—4.

3
x2+3x—5 x> +3x—4 =4.

x2+3x—4=5Jx>+3x—4.

Rozwigz rdwnanie:
Rozwiaz réwnanie:
Rozwiaz réwnanie:

Rozwiaz réwnanie:

Rozwiaz réwnanie:

Rozwiaz réwnanie:

Rozwiaz réwnanie:

Rozwigz réwnanie:
Rozwigz réwnanie:
Rozwigz rdwnanie:

Rozwiaz réwnanie:



Odpowiedzi

Odpowiedzi

1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w rownaniach

1.1. Podstawienie: t = x?, gdzie t > 0.
Odpowiedz: x € {-1, 1}.

1.2. Podstawienie: ¢t = x?, gdzie t > 0.
Odpowiedz: x € {-1, 1}.

1.3. Podstawienie: t = x?, gdzie t > 0.

V5 5

Odpowiedz: x € {—— ?}

1.4. Podstawienie: t = x*, gdzie t € R.
Odpowiedz: x € {1, 23/5}

1.5. Podstawienie: t = x*, gdzie t > 0.
Odpowiedz: x € {-1, 1}.
1.6. Podstawienie: t = x°, gdzie t € R.

Odpowiedz: x € {1, ~32, Q/Z}

1.7. Podstawienie: t = —x* + 3x* - 1, gdzie t € R.
Odpowiedz:

—1-45 1-45 -1++/5 1+\E’_\/3+\/7 \/3+\/_

2 7 2 7 2 7 2 2 2

1.8. Podstawienie: t = x* + 3x, gdzie t € R.
Odpowiedz: x € {-3, 0}.

.. 1 .
1.9. Podstawienie: t = x + —, gdzie t € R.
X

3-45 3+\/§}
=, .

Odpowiedz: x € {1, 5

1.10. Podstawienie: t = x + l, gdziet € R.
X

Odpowiedz: x € {2 - \/3,2 + \/5}
1.11. Podstawienie: ¢ = |x - 3|, gdzie t > 0.

Odpowiedz: x € {E, Z} .
2 2



